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1. 
Fiir eine endliche Gruppe G bezeichne S?(G) den Burnsidering von G 
(fur eine Definition von Q(G) siehe [l], wo das Primidealspektrum von 
L?(G), der ein noethescher kommutativer Ring der idealtheoretischen 
Dimension 1 ist, bestimmt wurde). In dieser Arbeit untersuchen wir die 
Automorphismengruppe Aut Q(G) fur endliche abelsche Gruppen G und 
beweisen zunachst etwas allgemeiner: 
SATZ 1. Sei G nilpotent. Dawn gdt Aut B(G) e n -4ut L?(G,), p [ j G j 
.wobei G, die p-Sylozogmppe von G bezeichnet. 
Sei nun G eine abelsche p-Gruppe. Dann induziert jeder Automorphismus 
des Untergruppenverbandes 87(G) von G einen Automorphismus von Q(G) 
so, dass man Aut 23(G) als Untergruppe von Xut -Q(G) ansehen kann. 
Es gilt 
SATZ 2. Sei G eine abelsche p-Gruppe. Dam gilt: Ist G xyklisch, dam 
ist ,4ut Q(G) ;u Z/22. Ist G nicht zyklisch und p f 2, dam ist Aut Q(G) M 
Aut T+(G). Sei nun stets p = 2. F(G) b ezeichne die F~attiniuntergruppe VOE 
G, CZi, die sq’mmekische Gruppe auf n Buchstaben. Ist G: F(G) >, 8 ode] 
G: F(G) = 4 und G vom Typ (2”‘, 2”), m, n > 2, clanngilt ebenfalls ,4ut Q(G) M 
Aut s(G). Ist G nom T~lp (2,2), dann gilt Aut O(G) e G, , Aut %(G) m 6, . 
Ist G vom T?p (2”, 2), n 3 2, dann gilt Aut Q(G) = Z/2?! x Z/22 x Z/2.& 
Aut T?(G) hy Z/22 x H/2Z. 
Der Beweis von Satz 2 benutzt wesentlich die Berechnung des Fiihrers 
des ganzen Abschlusses von Q(G) in seinem totalen Quotientenring, der bei 
jedem Automorphismus von Q(G) in sich tibergeht. 
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2. 
Fur eine endliche Gruppe G bezeichne T?(G) den Untergruppenverband und 
m(G) ein vollessystem nichtkonjugierter Untergruppen von G. Eine G-Menge 
M sei eine endliche Menge, auf der G von links durch Permutationen operiert. 
Dann ist jede transitive G-Menge G-isomorph zur Menge der Links- 
nebenklassen G/U von G module U fiir geeignetes U E m(G) und, da jede 
G-Menge disjunkte Vereinigung transitiver G-Mengen ist, Q(G) als Z-Modul 
frei mit der Basis (G/U j U E !X?(G)). Fur U < G und eine G-Menge ItI 
sei (U, M) die Anzahl der Fixelemente von M bei Operation von U auf lkT. 
Die Abbildung M + (U, M) 15 sst sich zu einem mit (U, .) bezeichneten 
Ringepimorphismus Q(G) -+ Z fortsetzen. Es ist fur U, V < G, (U, p> = 
(V, p> fur alle p E O(G) aquivalent mit U - V. Fur jedes U < G ist 
Ker( U, *) ein minimales Primideal von Q(G), und Ker( U, .) = Ker( F, 0) 
aquivalent mit U - FT. Ferner ist jedes minimale Primideal von Q(G) von 
der soeben angegebenen Form. Wir benotigen ferner, dass die Abbildung 
@: = n (U, -): L?(G) + n Z 
injektiv ist. Fur Beweise siehe [I] und [2, Sections l-31. 
2.1. Seien G, H endliche Gruppen und $: Q(G) --f Q(H) ein Isomorphismus 
der Burnsideringe. 
(i) Es existiert eine bijektive Abbildung 
+*: %3(H) -+ %3(G) 
(= “die xu +* adjungierte Abbildung”) so, dass fiir alle p E Q(G) und alle 
U E %3(H) gilt 
(U! 4(P)) = c$*c 4 P>. 
(ii) Sind & , & speziell Automorphismen von S(G), dann gilt 
@I o a* = A* o 41” 
und folglich hat jeder Automorphismus von O(G) endliche Ordnung. 
Beweis. (i) Sei p der Epimorphismus (U, .) 0 4: Q(G) + Q(H) + Z. 
Ker 9 ist dann ein minimales Primideal von Q(G), etwa Ker QJ = Ker< 5: .>, 
V E m(G). 9 faktorisiert 
O(G) -+ Q(G)/Ker F g Z c, H 
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mit einem Isomorphismus 9): Z + Z, also (lj = idz . Genauso faktorisiert 
der Epimorphismus <V, .j: Q(G) + Z, so dass man (Y, .) = (U, *>$ 
erhalt. Sind E’, L” < G so, dass gilt (U, .> = d, = (U’, -I> 0 4 = ,<V, a>, 
dann folgt G N U’! Daher wird durch die Festsetzung 6*(U) = I; E m(G), 
U E %3(H), wenn -<Il., .) = (U, .) 3 4 gilt, eine Injektion +*: %3(H) --j *21(G) 
definiert, woraus Card 2B(G) 3 Card ‘33(H) folgt. Diese Schlussweise auf 
den Isomorphismus 9-l angewendet liefert Card %3(G) = Card W(H). 
(ii) Der erste Teil der Behauptung ist evident. Sei nun 4 E Aut Q(G). 
Dann habe +* als Permutation von r%%(G) die Ordnung .n, sodass fiir alle 
U E !X?(G) und p E Q(G) gilt 
,(U, @i(p), = :qp)*( U), p) = ((+*)y U), p) = (U, p::, also FZ(p) = p. 
3. 
Wir beweisen in diesem Paragraphen Satz 1. Sei v: G + H ein Epi- 
morphismus endlicher Gruppen. Man erhalt einen Monomorphismus 
Q(,j: Q(H) -+ Q(G), der dadurch induziert wird, dass man jede H-Menge &I 
vermijge 1, zu einer G-Menge macht [Z, Sektion 5, Satz 2].Ist A,l eine transitive 
H-Menge H/U, U < H, dann ist Q(v)(iur) ebenfalls transitive G-Menge, 
wird also insbesondere von der Linksnebenklasse E&Y, EH = Einheit van H 
erzeugt. Q(V)(M) ist also G-isomorph zu G/Stab,(E,U) mit Stab,(E,U) = 
u+(U) (Stab bezeichnet den Stabilisator). 
3.1. Sei G direktes Produkt der Untergruppen H, K md die Ordnungen 
aon H xnd K teilerfremd. Bezeichnen v,: G -+ H, vK: G ----f K die kanonischejz 
Epimorphismen und F die bilineare Abbildung 
i;: Q(H) x L?(K) ---f -Q(G) 
indxiert durch C: H/U x K/ V + Q(v,)(H/ U) * Q(vII-)(K/ V) E Q(G), .CT < H, 
ti7 < K, dann indmiert c einen Isomorphimus 
Beweis. Es ist 
i;(H,/U x K/17) = c G/UK n (HVjg = G/UK = GiHT; 
UKgHV 
dabei ist iiber alle Doppelnebenklassen G = C UKgHT-T zu summieren 
[2, Sektion 11. Nun ist CIKEHV = UKHV = UGV = G, sodass 
C(HjU x K/V) = G/UK n HV = G/W 
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ist. (1 H I, 1 K I) = 1 impliziert, dass jede Untergruppe W < G direktes 
Produkt von Untergruppen lVH < H, W, < K ist und dass damit 
Card m(G) = Card ‘LZZ(H) . Card T&K) gilt. Fur die Burnsideringe von G, 
H und K bedeutet das insbesondere 
rk Q(H) . rk Q(K) = rk Q(G), 
wobei rk den Rang der freien Z-Mod&r bezeichnet. Dann ist aber ijo ein 
Isomorphismus von freien %-Moduln, also such Ringisomorphismus. 
Durch Induktion nach der Anzahl der verschiedenen in 1 G j aufgehenden 
Prim zahlen zeigt man mit Hilfe von (3.1). 
3.2. Ist G nilpotent, G, czie p-Sylozcgruppe van G, dann gilt 
L?(G) w @ Q(G,). 
pII’ 
Zum Beweis von Satz 1 geniigt es daher zu zeigen, dass jedes 4 E Aut Q(G) 
zerfallt, d.h. vermiige der Isomorphie (3.2) sich schreiben l&t als 
+ = 0 4(P), HP) E Aut Q(G,). 
1st 1, die Eins von O(G,), dann zerfallt 4 E Aut Q(G) genau dann, wenn 
fiir alle pi 1 1 G 1 der Unterring 
von Q(G) durch 4 in sich abgebildet wird. Dann ist namlich 4 = oi $(p,) 
mit Endomorphismen$(pJ von O(G,$). Hat 4 die Ordnung n (vgl. (2.1), (ii)), 
dann folgt id = c” = @(pi)“, also #(p,), = id, sodass die +(pJ Auto- 
morphismen sind. 
Setzt man fur-p I I G I nun GP = HIT,+, G, , dann ist 52(G) w SZ(G,)@Q(Gp). 
Man zeigt nun, dass gilt 
(*) +(l, @ O(GJ)) C 1, @! O(Gn). 
Dann folgt 
$(l,, @ ... @ Q(G,J @ -0. @ l,,) C (I (lnj @ Q(G”j)) 
Pj+Pg 
= l,, @ ..a @ Q(G,J @ ... @ l,* . 
Zum Beweis von (*) bemerkt man zunachst, dass 4 E Aut Q(G) einen mit 
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4, = id, (3 + bezeichneten Automorphismus von Z, @ Q(G) induziert 
derart, dass das Diagramm 
exakt und kommutativ ist. Wir benutzen nun. 
3.3. Ist G beliebige endliche Gmppe, @ = l&Emcc) < 11, .>: Q(G) -+ JJ .72, 
dmn giZt 1 G 1 H~(,J Z C @(Q(G)). At R hommzutativev Ring mit 1, dann ist 
id, @ @: R &L?(G) + R (8 JJ Z genau dann ein Isomorphismus, wenn 
j G / . R = R ist. 
Bezueis [2, Sektion 2, Satz 5, p. 561. In unserem Fall ergibt sich damit 
= Q(G,) 0 n z, = fl Q,(G,), EN G”) ‘D(P) 
mit Q,(G,) := Z, @ Q(G,). Sei nun 1 = CVEw(cp) ey die Zerlegung der 
Eins von H, @ Q(G) = JJ Q,(G,) in orthogonale Idempotente und fur 
Z’E YL?(Gp) fV E Q(Gp) gem&s (3.3) so gewahlt, dass ( rJ,fZT:> = / GD jI 
(W,jV> = 0 fur I7 # WE 2B(G*‘) ist. Das Bild von 1, @fr, E Q(G,) @ Q(Gn) 
unter der Einbettung L: Q(G) + Z, @ Q(G) ist dann 
sodass gilt (4 0 ~)(l, @fV) = $,(I GP 1 e,) = / G” 1 ely I WE !JB(Gp), da 
Q8(G,) ein lokaler Ring ist [2, Satz 3, Korollar I] und somit +,, als Auto- 
morphismus eines direkten Produkts lokaler Ringe die Idempotenten err 
permutiert. Kommutativitat des Diagramms D liefert damit nun 
Damit ist gezeigt, dass 
$(I, @ 1 G / . Q(Gfl)) C 1, 13 .Q(Gp) 
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ist. Da alle Ringe freie Z-Moduln sind und 4 speziell Z-Modulhomomor- 
phismus ist muss $ such 1, @ JJ(Gp) in sic11 abbilden. Damit ist (*) und 
damit Satz 1 bewiesen. 
4, 
Fur eine abelsche p-Gruppe G bestimmen wir nun den Fiihrer des ganzen 
Abschlusses von G(G) in seinem totalen Quotientenring. 1st G beliebig 
abelsch, so Iasst sich das Symbol (U, G/V), U, I’ < G leicht ausrechnen: 
Esist(U,G/V)=G:V,wennU<Vund(U,G/V)=O,wennU<V 
ist. 
4.1, Sei G eine abelsche p-Gruppe. Dam existieren fiir jedes U < G, 
U # E Elenzente pv E D(G) nlit folgenden Eigenschaften 
(i) (U,p,)=p.(G:U),(V,p,j=OfiirU#V~G, 
(ii) PU GP . Q(G). 
Beweis. Man konstruiert zuerst pc . Sei dam F(G) die Frattiniunter- 
gruppe von G und pd = G: F(G). Fiir 0 < i < d sei Yi die Menge der 
Untergruppen Li < G mit den Eigenschaften F(G) < Li < G, G: Li = pi. 
Man definiere pG durch 
+ (--l)“p(z’l) c G/L, + ..* + (-I)“P(~~‘) G/F(G) 
LiEYDi 
pc leistet das Irerlangte: Zun&hst ist (G, pc> = p(G, G/G) = P. 
Fur U, V < Gsetzemann(U, V) = 1,wenn U < Vistundn(U, V) =0 
sonst. Dann ist 
( UT ,Fy, G/L,) = (G:Li) .g9. li(u,Li) = Pi C n(u,Li), z= * 8 I L,EY< 
und man erhalt fiir U 2 G 
(U,pc> =p-p c n(U,L,) +pz c W,L2) + *** 
LISkl LzE”z 
+ (-,)ip(iil) . pi C n(U, Li) + ‘.. 
Lpi 
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+ (- 1)" p(d;l)pdn(U, F(G)) 
+ (-,),$‘n(U,F(G));. 
Dass (...I = 0 ist, ist gerade die Aussage des Hallschen Anzahlsatzes [3, S.6, 
p. 3131. Zur Konstruktion der prr fur U $ G definiere man einen Z-Modul- 
homomorphismus YO+G: sZ( U) + SZ(G), in dem man auf der Basis U/V, 
V < 72 von X2(U) definiert Y’o+G( U/V) =: ( Lr/V)r-G = G/V und dann 
linear fortsetzt. Man rechnet sofort aus, dass dann fur W < l7 und p E ,(2(U) 
gilt ( W, pL’GGj o(o) = (G: U)(TP, ~)oto) . Sei nun fur E # U .< G, 7Lr E Q(U) 
nach dem schon Bewiesenen so bestimmt, dass (U, TV\ = p, <It;, rFj = 0 
fur V $ U ist und setze pri = (T~)U*~. pc leistet das T’erlangte: Es ist 
fur P < U 
wahrend fur V (f U man sofort (V, pU) = 0 erhalt. Damit ist i) bewiesen. 
Nach Konstrukt’ion ist pG $p .52(G), dann ebenso pU $p . C?(G), U f E. 
Damit ist (4.1) vollsdndig bewiesen. 
Man identitiziere nun Q(G) mit dem Unterring @(L’(G) C nIvcG Z (vgl. 2). 
U<G H ist der ganze Abschluss von C?(G) 
ffr,io Q und es gilt: 
in seinem totalen Quotientenring 
4.2. Sei I = C csc e, die Zerlegung deT Eim aon naCc Z in orthogonate 
Idempotezfe. Dann ist das Ideal 
von nLrsG Z der Fiihrw des ganzen dbschlusses aon Q(G). 
Beweis. Man setze ,oE = G/E; damit ist (E, p& = / G / und (U, pE) = 0 
fur U f E. Zusammen mit (4.1) ergibt sich dann, dass P in der Tat ein 
Ideal von L’(G) ist. Man muss zeigen, dass 9 das grijsste Ideal van L?(G) 
ist, das such Ideal von nUsG Z ist. Man definiert fur U < G das Ideal 
& C 52(G) durch & = &+n Ker(V, .j und setze .FL, = (U, &> = 
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{((U, P>) IP E -aL>- D ann ist der Fiihrer des ganzen Abschlusses von O(G) 
das Produktideal j&Go 9o C noso Z. 
Angenommen, es sei fiir U f E, & = p”B 2 p . (G: U)Z, sodass ein 
PU * E YF, existiert mit (U, pu*) = p”. Dann gilt fur das in (4.1) bestimmte 
Pu~&<U,Pm~P"*- po> = 0 fiir geeignetes m > 1, wahrend fiir T/ # U 
gilt (U,p”p,* - po) = 0, da pu*, pu aus J$ sind. Das bedeutet aber po = 
pWz . pu* E~Q(G), Widerspruch zu (4.l)(ii). Daher ist 9& = p . (G: U) . H. 
Urn 9$ = 1 G / . H zu zeigen, berechnet man das Ideal YE. Sei 0 f p E & 
dargestellt in der Form 
p = n,GIU f c ngG/V, rzu i 0. 
I VlSlUl 
VTU 
Dann ist (U, p} = n&U, G/U) f 0, also U = E. Also wird 3, von G/E 
und 9s = (E, L$) von 1 G 1 erzeugt. Damit ist (4.2) bewiesen. 
5, 
Sei nun im folgenden G stets eine abelsche p-Gruppe. Das folgende 
Ergebnis spielt bei Beweis von Satz 2 eine zentrale Rolle. 
5.1+ Sei 4 E Aut Q(G), 4% %3(G) ---f ‘$3(G) die zu $ adjungierte Abbildung. 
Dann gilt fiir alle U < G mit p” 1 1 U 1 
I+*(u)1 = I Ul. 
Beweis. Sei fiir n = 0, I,..., 9J12,=:{UIU<G,~2~~U~,G:U<pn} 
und C& die Aussage, dass die Behauptung fiir alle U E %I& richtig ist. C!&, ist 
“leer” und richtig. Sei nun C?, richtig und U, falls es existiert, aus ‘9XJ1,+,\~J& , 
ferner pu wie in (4.1) gewahlt. Man setze 
$(Pu) = nVW7 + C nwG/W 
IWlGlVl 
U'f v 
?Zy + 0. c*> 
Dann ist (4*(V), pu> = (V, +(pv)) = ny( L’, G/V) = n,G: V # 0, und 
nach Konstruktion von ptr notwendig 4*(V) = U. Da CZ, richtig ist, muss 
1 V I ,( [ U / sein. Angenommen, es gelte I I’ j < I U I. Es ist (+*( I/), pu> = 
p(G: U) = n,(G: V), daher I U 1 = p 1 T/ 1, IZ~ = 1 und p I / r 1. Es kann 
in (*) fur 1 W I = / li j und W f r kein zWJ + 0 existieren, da andernfalls 
(4*(W),p,> = (W,$(pLI)) = n&G: W) # Ofolgenwiirde, also+*(W) = U; 
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Widerspruch, da +* bijektiv ist. Daher gilt nun fur eine maximale Unter- 
gruppe Z von J 
0 = ::d*(Z), poi = <Z, +(pv)) = <Z G/I’) + QZ, G!Z) 
= (G: V) + nzp . (G: I/), 
also 1 = O(p), Widerspruch! Also ist 1 I/ / = 1 CT 1 und fiir 
J,J7 f J’ (W,C$&,)) = 0, 
zusammengefasst: 
+(Pu) = Pv > #*(v) = u, IVI=IUI. 
Also ist such @5~+, richtig, was zu zeigen war. 
5+2. 1st U < G und p* j / U /, dam gilt fib jedes 4 E Aut Q(G) 
Beweis. Man setze fur U $ G (fur CT = G ist die Behauptung trivial) 
#(G/U) = nV G/V + c nEv G/W, nv F ’ 0. (*) 
lWl4lVl 
IV# v
Dann ist einerseits <v, $(G/ U)> = n,( I’, G/V j = n,(G: V) f 0, anderseits 
0 # (V, +(G/U)) = ($*( I/‘), G/U) = G: U, also n,(G: V) = G: U, d.h. 
1 JT / > / U I. Wire j 1;‘j > ! U 1, dann ist nach (5.1) /4*(F)] > 1 U 1 und 
dann(+*(v), G/O) = 0, Widerspruch. Also ist I J/ 1 = 1 CT 1 und 4*(V) C ET, 
d.h. $*(V) = U, 
J/ = (+*)-l(U), n, = 1. 
Da man fur 1 W 1 = I J’ / und I%’ =# b’ in (*) die Rollen von W und V in 
der obigen Rechnung vertauschen kann, folgt ftir diese W q+, = 0. Ange- 
nommen, es gabe in (*) noch ein nN7 f 0. Sei I W / < j V / maximal mit 
dieser Eigenschaft gewahlt: Dann ist /$*(W), G/U) = (W, +(G/C)) = 
(W, G/($*)-l(U)> + n&FJT, G/JJ7). Man setze (G: U)pm = (G: W), m > 1. 
Sei fur X, I’ < G die Zahl n(X, I’) wie im Beweis von (4.1) definiert. 
Dann folgt 
(G: U) T@*(W), U) = (G: U) . n(W), ($*)-l(U)) + nwp(G: Uj. 
Das ist nur moglich, wenn n(+*(J+‘), U) = rz(W, (+*)-l(U)) ist, woraus 
n - 0 folgt, Widerspruch! w - 
Damit ist (5.2) bewiesen. 
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Man charakterisiert nun diejenigen # E Aut Q(G), fur die / C*(U)1 = 1 U [ 
fiir alle U < G ist. 
Mit R, S,... bezeichnen wir Elemente der Automorphismengruppe 
Aut B(G) des Untergruppenverstandes ,XZ(G) d.h. bijektive Abbildungen R 
von %3(G) auf sich, fiir die R( U + V) = R(U) + R(V) und R(U n V) = 
R(U) n R(V) gilt; U, V < G. (Dann ist stets j R(U)1 = 1 U I.) Man 
definiere fur R E Aut ‘B(G) einen mit 4(R) bezeichneten Ringhomo- 
morphismus von Q(G), indem man fiir transitive G-Mengen +(R)(G/U) =: 
G/R-l(U) definiert und dann linear fortsetzt. Da G abelsch, gilt (siehe 
[2, Sektion I]) 
G/U.G/V=i(U, V).G/Un V, i(U, V)=:(G: U)e(G: V).(G: Un V)-l. 
Damit rechnet man schnell nach, dass +(G/U . G/V) = $(G/U) .+(G/V), 
4 = 4(R), ist, so daf3 4(R) in der Tat ein Ringhomomorphismus ist. Ferner 
gilt +(R 0 S) = 4(S) G $(R), so daf3 $(R) E Aut Q(G) ist, denn +(R-l) ist 
invers zu 4(R). Es gilt fur C$ = 4(R) 
0 1 (E, G/E> = (E, 4(W)) = (4*(E), G/E), 
also 4*(E) = E. Zusammen mit (5.1) folgt j $*(U)] = 1 U 1 fur alle U < G. 
Damit beweist man leicht, da0 ($(R))* = R ist. Ferner sieht man nun, 
daI3 die Zuordnung 
Aut B(G) 3 R + 4(R)-l E Aut Q(G) 
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist und daher Aut 23(G) mit einer 
Untergruppe von Aut Q(G) identiiiziert. 
Es ist fur unsere Zwecke praktischer, mit den adjungierten Abbildungen 
+* zu rechnen, die wir als Elemente der Permutationsgruppe G(W,G)) auf 
den Elementen von %3(G) auffassen. 
5.3, Eine Permutation PE 6(%(G)) heisse “in Q(G) realisierbar,” wenn 
gilt: xu jedem U < G existiert ali E Q(G) so, dass fiir nlle W < G 
( W, or,) = (P(W), G/U> 
gilt. Ist P in Q(G) realisierbar, dann auf genau eine Weise und die durch 
$(P): G/U --+ crLT induzierte Abbildung ist ein Automorphismus van Q(G). Die in 
L?(G) realisierbaren Permutationen bilden eine Untergruppe W C G(s(G))und 
die Zuordnung 
7: 9 3 P --f 4(P)-’ E Aut Q(G) 
ist ein Isomorphismus L%! e Aut Q(G). 
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Zum Beweis von (5.3) zeigt man zunachst, dass fur P ES?‘, $ = #(P) 
ein Ringhomomorphismus ist. PEW habe die Ordnung n; dann gilt fur 
alie W < G, (W,~(G/U)) = (Pn(W), G/c; = (TV, G/U), also $” = id, 
# E 4ut Q(G). Unmittelbar aus der Definition von 4(P) folgt +(P) . C(Q) = 
(b(Q . P) und (4(P))* = P; P, Q E 9. Daher ist T eine Injektion von Gruppen. 
Nach (2.1) ist fur + E Aut .0(G) $* in W und somit 7 such surjektiv, was zu 
zeigen war. 
5.4, Mit den Bezeichnzmngen aon (5.3) gilt 
{P 1 P ~92, P(E) = E} = Aut B(Gj. 
Beweis. Es geniigt die Inklusion (P j P E 2, P(E) = E} L Aut %(Gj zu 
zeigen: Sei dazu P aus der ersten Menge, 4 = 4(P) der Automorphismus 
von Q(G) mit adjungierter Abbildung $* = P. Da / P(E)/ = / E 1 ist, muss 
nach (5.1) i P(Cr)j = / U j fur alle U < G sein. Damit zeigt man wie im 
Beweis van (5.2), dass such fur alle U < G mit j U j < p gilt $(G,/U) = 
G/P-l(U), so dass nach (5.2) d’ lese Relation allgemein giiltig ist. Man setze 
Q = P-l. Fiir U, V < G hat man dann 
$(6,/U- G/V) = i(U, V) -+A(G/Un V) = i(U, Vj . G,‘Q(Un V) 
= $(G/U) -$(G/V) = G/Q(U). G/Q(V) 
= i(Q( u>, Q( VI - G/Q( u> n .Q( V, 
woraus folgt 
Spezialisierung U C V ergibt Q(U) C Q(V). Seien nun wieder lr, I’ beliebig. 
Aus u c T_’ f V, G’ C u + V folgt 
Q(U) + Q( If) c Q( u + V). 
Es gilt 
also 
Q(U)+Q(~) =Q(u+ Y>, 
so dass Q, P aus Aut %3(G) sind, was zu zeigen war. 
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6. 
Wir beweisen in diesem Paragraphen die ersten beiden Behauptungen 
von Satz 2. Sei dazu G eine zyklische Gruppe der Ordnung p”, n 3 1. 
Dann erristiert zu jedem Teiler pi, 0 < i < n von / G 1 genau eine Unter- 
gruppe Ui der Ordnungpi. 1st (b E Aut Q(G), dann gilt nach (5.1) $*( Ui) = Ui 
fur i > 2. Angenommen, es sei $ # id. Dann ist zusatzlich wieder nach 
(5.1) d*(U,) = E, 4*(E) = Li,. In der Tat ist $* = P aufgefasst als 
Permutation von %(G) in O(G) realisierbar, was man unmittelbar verifiziert, 
indem man setzt (vgl. (5.3)) 
(sui = G/U,, i 3 1; oE = p - G/U, - G/E. 
Es ist ($*)a = id, also Aut Q(G) m z/22. 
Sei nun G eine nichtzyklische p-Gruppe, p # 2. Angenommen, es existiere 
ein 4 E Aut Q(G) mit d*(E) # E. Nach (5.1) ist dann 4*(E) = U, 1 U 1 = p 
und es existiert eine minimale Untergruppe V < G so, dass d*(V) = E ist. 
Sei ‘9R = { W ) W < G, 1 RT / = p>. Es ist Card ‘92 = l(p) und nach Voraus- 
setzung Card 91 # 1. Man wahle WE %R\{ U) und berechne 
$(G/W) = ?lx G/X + C nz G/Z nz # 0. 
IZldXl 
z+x 
Es ist 0 # nx(G: X) = <X, $(G/lp’)) = ($*(X), G/W) = (G: W), also 
einerseits 1 X 1 > 1 W 1, anderseits 4*(X) C Ev. Nach (5.1) muss dann 
j X I < 1 W 1 = p sein. Nach Konstruktion ist nur fur X = (+*)-i(W) und 
X = V (d*(X), G/H/T/) + 0. Zusammengefasst: 
+(G/W) = G/(+*)-l(W) + G/V + n,G/E. 
Setzt man 1 G I = pm, (n 3 2), dann ergibt sich daraus (E, +(G/W)) = 
2 .p+l + QP(‘. Anderseits ist (E, $(G/W)> = (+*(E), G/W) = (U, G/W), 
d.h. p = 2, Widerspruch! Fur 4 E Aut Q(G) ist daher d*(E) = E und nach 
(5.3) und (5.4) 
Aut Q(G) M Aut 9(G). 
Zum weiteren Beweis von Satz 2 benotigen wir noch folgenden Hilfssatz. 
7.1. Sei fiir 41 E Aut Q(G) und ein U < G 
cj(G/U) = G/V. 
AUTOMORPHISMEN DES BURNSIDERINGES 291 
Dam induxiert # einen Isomorphismus &,: Q(U) M Q(V), dessen adjungierte 
Sbbildzcng die Ei?zschriinkung van $* auf 3(V) ist. 
Beweis. Notwendig ist 1 V 1 = / U 1. Fur W’ < P’ ist 0 f (IV, G/V> = 
(W,#(G/U)j = i;+*(W), G/U), also d*(W) < U. Daher bildet +* ‘23(V) 
(injektiv) in %3(U) ab. Diese Schlussweise auf 4-l angewandt liefert, dass 
c$* 23(V) bijektiv auf B(U) abbildet. 
Sei H < G. Ein Element p E Q(G) heil3e “H-i~zduziert,” wenn gilt p = 
c zGH n,G/Z. Seien nun G/X, X < U, U-induziert und $(G/X) = x TL,G!Y. 
Dann gilt 
(G : U) 1 n&/Y = $((G : U) . G/X) = $(G/U . G/X) = G/V * $(G/X) 
= 1 ~z,i( V’, E’j . G/ 1;’ n Y. 
Durch Induktion nach j Y 1 abwarts, fiir die 7zy f 0 ist, sieht man dann, 
da0 I’ IT 1- = Y, Y < t’ sein mu& so dab +(G/X) T,--induziert ist. Man 
konstruiert nun $L’V folgendermal3en: 1st X < U und 
$(G/X) = c lz,G,‘Y, 
Y< I’ 
dann definiere man 
und setze auf ganz Q(U) linear fort. Fur H < 1;’ hat man dann 
W,W/X)lw,, = c n&H, G/E’) = (G : lij(H, +up(U/X))b~v) 
Y<V 
anderseits /H,$(G/X)),(,, = (C+*(H), G/X),,,, = (G: U)($*(H), U/X),(,, , 
zusammen: (H,~,,(LJ/X)>,~,~ = c+*(H), U/X\,,,, . Sind CrjX, , CT/X2 
transitive U-Mengen, dann gilt fur alle H < 57 nun 
(H, &( U/X, . U/X,)> = (4*(H), U/Xl . UjX,) 
= (4”(H), U/‘X,)<c$*(H), U,‘X,) 
woraus sich $&U/X, . U/X2) = +riy( C/X1) . &Ty(U/X2j ergibt, so dal3 
+UI, Ringhomomorphismus ist. Diese Konstruktion auf 4-l angewendet 
liefert einen Ringhomomorphismus (bV,: .Q( V) + J2( U) derart, da8 q5,, 
und dVr, invers zueinander sind, so daB beide Isomorphismen sind. 
7.2. Fiir 4 E Aut Q(G) gilt 4”(E) C nrr<c,ps,,u, LJ. 
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Beweis. Nach (5.2) ist fur p2 j / U 1 $(G/U) == G/I-: I/ = (4*)-l(U) und 
daher 4*(E) =4&(E) < U. 
Sei nun stets p = 2 und zunachst G: F(G) 3 8. Dann ist G vom 
Typ(p”,p”,~~,...) und daher ist n,?ilUl U = E. Dasselbe gilt, wenn 
G: F(G) = 4 und G vom Typ(p”, p”), WZ, n >, 2 ist. In beiden Fallen folgt 
aus (7.2) und (5.3), (5.4) Aut Q(G) = Aut 23(G). Sei nun stets G: F(G) = 4 
und G zunachst vom Typ(p,p). Nach (5.1) ist fur 4 E Aut B(G) 4*(G) = G, 
alsoWZ(P/PEG(g(G),P(G) = G) =: U M Ga. Es ist 
Seien U, V, W die maximalen Untergruppen von G und T die Transposition 
(EU) von U. Dann zeigt eine etwas langwierige, aber elementare Rechnung, 
da8 T in O(G) realisierbar ist, indem man setzt (vgl. (5.3)) 
(Jc- , -1 uE = p. G/U - G/E, 
uu = G/U, crv = G/ U + G/ 17 - G/E, (TV, = G/U + G/W - G/E. 
T und Aut B(G) erzeugen ganz U, so da6 
ist. 
Sei nun G vom Typ (p”, p), .n > 2. Z unachst eine Vorbemerkung: 1st H 
eine p-Gruppe der Ordnung p”, dann gilt fur den Rang rk von O(H) als 
freier Z-Modul rk(Q(H)) = Card %3(G) > n + 1 und das ‘I=” Zeichen 
stets genau dann, wenn H zyklisch ist. Von den drei maximalen Untergruppen 
von G sind zwei zyklisch und eine vom Typ (p”-l,p). Durch Induktion 
nach n sieht man nun, da6 B(G) folgende Gestalt hat: 
Sei 4 E Aut Q(G). Angenommen, es sei $*( IV,) = U, (resp. V,). Dann ist 
nach (5.2) +(G/U,) = G/W, und nach (7.1) dann Q(U,J w Q(W,), 
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Widerspruch zur obigen Vorbemerkung (genau so schlieBt man im 
zweiten Falle.) Also ist stets $*(WJ = lVn und nach (S.l), (5.2) ist dann 
i( U, , V,) - G/F(G) = G/ U, - G/ Vn --fk G/ Un + G! Vn 
= i(U, , Vn) . G/F(G). 
Nach (7.11, (7.2) ist dann +*(Ui) = Ui , i > 2 und im Falle 4*(E) f E 
ist #*(B) = U, , c#*( U,) = E nach Sektion 5. Da a( Vi) ,+ Q( Wi) fiir i 3 2 
ist, folgt nun noch +*(W{) = Wi , i > 2, +*(17J = Vi , 2 < i < n - 1. 
Damit haben wir folgendes gezeigt: Sind Tj , j = 1, 2, 3 die Transpositionen 
Tl = (Ci,V,), T, = ( V,Wl), T3 = (EU,) van 6(%(G)), dann ist die Gruppe 
9? der in Q(G) realisierbaren Permutationen enthalten in TI x Tz x Tz = 
(Sj2Q3. In der Tat sind alle Ti in Q(G) realisierbar: Fiir TI setze man 
uu, = G/I7 uv = GI&, u, = G/H sonst fiir H < G; fiir Tz setze man 
0 VI = Gj W; 1 avn = G/W2 , CT~ = G/H sonst fiir H < G; fiir T3 setze man 
uvl = G/U, + GjVl-G/E, (TWO = G/U, + G/WI-G/E, GE =pG/Ul-G,i.E, 
CT, = G/H sonst fiir H < G. 
Wir iiberlassen den Nachweis, daB damit die Tj in Q(G) realisierbar sind, 
dem Leser. (5.4) liefert nun Aut B(G) = {P / P E -S?, P(E) = E) = T, x Tz = 
(Z/2Z)2. Damit ist Satz 2 vollsttidig bewiesen. 
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